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Chapitre 1

Opérations sur les matrices

1.1 Rappels math́ematiques

– Soitx = (x1, x2, · · · , xn) un élément deRn, x est appeĺevecteurdeRn et on le note :

x =


x1

x2

...

xn


– Soitf une fonction deRn dansRm, f est ditelinéairesi et seulement si :

∀ x = (x1, x2, · · · , xn) ∈ R, ∀ λ ∈ R, f(λ.x) = λ.f(x)

et
∀ x ∈ Rn, ∀ y ∈ Rn, f(x + y) = f(x) + f(y)

– Soitu1, u2, · · · , um un ensemble dem vecteurs deRn,

1. u1, u2, · · · , um sont ditslinéairement ind́ependantssi et seulement si :

∃ λ1, λ2, · · · , λm ∈ R, λ1u1 + λ2u2 + · · ·λmum = 0
m

λ1 = λ2 = · · · = λm = 0

2. u1, u2, · · · , um sont ditsgéńerateursdeRn si et seulement si :

∀ x ∈ Rn, ∃ λ1, λ2, · · · , λm ∈ R, x = λ1u1 + λ2u2 + · · ·λmum

3. u1, u2, · · · , um sont dits unebasedeRn si et seulement siu1, u2, · · · , um sontà la fois lińeairement
indépendants et ǵeńerateurs deRn.
Dans ce cas, on démontre quem = n. n est ladimensionassocíeeà l’espace vectorielRn.

– Soite1, e2, · · · , en une base deRn,

u ∈ Rn ⇒ ∃! u1, u2, · · · , un ∈ R u = u1e1 + u1e1 + · · ·+ unen
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Le vecteur


u1

u2

...

un

 est la repŕesentation associéeàu dans la basee1, e2, · · · , en On note :

u =


u1

u2

...

un


– Soitf une fonction lińeaire deRn dansRm, on montre que :

∀ x = (x1, x2, · · · , xn) ∈ Rn ∀ y = (y1, y2, · · · , ym) ∈ Rm ∃! (aij) i=1,m
j=1,n

,

y = f(x) ⇐⇒

y1 = a11x1 + a12x2 + · · · + a1nxn

y2 = a21x1 + a22x2 + · · · + a2nxn

...
...

...
...

ym = am1x1 + am2x2 + · · · + amnxn

– On note :

A ∈ Rm×n ⇐⇒ A = [aij ] =


a11 · · · a1n

...
...

am1 · · · amn


A est lamatriceassocíe à la fonctionf .

Notations : Lorsque une lettre capitale est utilisée, elle ŕefèreà la matrice (e.g., A, B, ∆), la lettre minuscule
correspondante avec les indicesij indique leśeléments de cette matrice (e.g., aij , bij , δij).

1.2 Oṕerations élémentaires sur les matrices

1.2.1 Addition

Rm×n × Rm×n −→ Rm×n

A, B −→ C = A + B cij = aij + bij

1.2.2 Multiplication par un scalaire

R× Rm×n −→ Rm×n

α, A −→ C = α.A cij = α.aij
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1.2.3 Multiplication de deux matrices

Rm×n × Rn×p −→ Rm×p

A, B −→ C = A.B cij =
∑n

k=1 aik.bkj

1.2.4 Transposition

Rm×n −→ Rn×m

A −→ C = AT cij = aji

1.2.5 Matrice identité

– une matrice de dimensionn× n est ditecarré.
– La matriceidentit́eest not́e In et sak-ième colonnee(n)

k :

In =


1 · · · 0
...

...
...

0 · · · 1

 e
(n)
k =

[
0, · · · , 0, 1, 0, · · · , 0

]T

1.2.6 Produit scalaire

u =


u1

u2

...

un

 , v =


v1

v2

...

vn


u.v =

n∑
i=1

uivi = uT.v

Deux vecteurs sont ditsorthogonauxsi et seulement si leur produit scalaire est nul.

D’une manìere ǵeńerale, on d́efinit pour une śerie de vecteurs{u1, . . . , un}, l’orthogonalit́ecomme :

∀i 6= j, ui
Tuj = 0

et l’orthonormalit́ecomme :
∀i, ∀j, ui

Tuj = δij

1.2.7 Inverse d’une matrice

Si A etB sont deux matrices telles queAB = I, alorsB est ditinversede A. On le noteB = A−1.

Pour une matriceA donńee, siA−1 existe,A est ditenon-singulìere, sinonA est ditesingulìere.

On a la relation :
(A−1)

T
= (AT)−1
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1.2.8 D́eterminant d’une matrice

Si A = (a) dansR1×1, alors sondéterminantest donńee pardet(A) = a.

PourA ∈ Rn×n, on a :

det(A) =
n∑

j=1

(−1)j+1a1jdet(A1j)

où A1j est une matricen− 1× n− 1 obtenu en retirant la première ligne et laj-ième colonne deA.

Propríet́es des d́eterminants :

1. det(AB) = det(A)det(B)

2. det(AT) = det(A)

3. det(cA) = cndet(A)

4. det(A) 6= 0⇐⇒ A est non singul̀ere

1.2.9 Normes

La normed’un vecteur deRn est une fonctionf : Rn −→ R qui poss̀ede les propríet́es suivantes :

1.
∀x ∈ Rn, f(x) ≥ 0

avec l’́egalit́e si et seulement six = 0

2.
∀x, y ∈ Rn, f(x + y) ≤ f(x) + f(y)

3.
∀α ∈ R,∀x ∈ Rn, f(αx) = |α|f(x)

On notef(x) par||x||
Norme deHölder ounorme p:

||x||p = (|x1|p + ·+ |xn|p)1/p

avec
||x||1 = |x1|+ ·+ |xn|

||x||2 =
√
|x1|2 + ·+ |xn|2 norme euclidienne

et
||x||inf = max

i

|xi|

De même on peut d́efinir la norme d’une matrice. Exemple :

norme de Frobenius : ||A||F =

 m∑
i=1

n∑
j=1

|aij |2
1/2
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1.2.10 Quelques d́efinitions

SoitA ∈ Rm×n une matricèa coefficients ŕeels. Quelques définitions :

diagonale ∀ i 6= j, aij = 0

tridiagonale ∀ |i− j| > 1, aij = 0

bidiagonale suṕerieure ∀ i > j ouj > i + 1, aij = 0

triangulaire suṕerieure ∀ i > j aij = 0

triangulaire strictement suṕerieure ∀ i ≥ j aij = 0

syḿetrique AT = A

anti-syḿetrique AT = −A

définie positive ∀x ∈ Rn, xTAx > 0

définie non-ńegative ∀x ∈ Rn, xTAx ≥ 0

indéfinie ∃x, y ∈ Rn (xTAx)(yTAy) < 0

orthogonale ATA = In

nilpotente ∃ k ∈ N Ak = 0

idempotente A2 = A

positive ∀ i ∈ N,∀ j ∈ N aij > 0

non ńegative ∀ i ∈ N,∀ j ∈ N aij ≥ 0

diagonalement dominante∀ i ∈ N |aii| >
∑

j 6=i |aij |

sous-matrice principale : on appellesous-matrice principaled’ordre k d’une matriceA de Rn×n la sous-
matriceAk obtenue en enlevant lesn− k dernìeres colonnes et lesn− k dernìeres lignes de A.

1.3 Repŕesentation matricielles

1.3.1 Matrices pleines

exemple :

A =


1. 2. 3.

4. 5. 6.

7. 8. 9.

10. 11. 12.


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traduction en C :
double A[4][3];

A[0][0] = 1.0d0;
A[0][1] = 2.0d0;
A[0][2] = 3.0d0;
A[1][0] = 4.0d0;
A[1][1] = 5.0d0;
A[1][2] = 6.0d0;
A[2][0] = 7.0d0;
A[2][1] = 8.0d0;
A[2][2] = 9.0d0;
A[3][0] = 10.0d0;
A[3][1] = 11.0d0;
A[3][2] = 12.0d0;

traduction en Fortran :
double precision A
dimension A(4,3)

A(1,1) = 1.0d0
A(1,2) = 2.0d0
A(1,3) = 3.0d0
A(2,1) = 4.0d0
A(2,2) = 5.0d0
A(2,3) = 6.0d0
A(3,2) = 7.0d0
A(3,1) = 8.0d0
A(3,3) = 9.0d0
A(4,1) = 10.0d0
A(4,2) = 11.0d0
A(4,3) = 12.0d0

en ḿemoire dans l’ordinateur :

1.

2. ligne 1

3.

4.

5. ligne 2

6.

7.

8. ligne 3

9.

10.

11. ligne 4

12.

en ḿemoire dans l’ordinateur :

1.

4.

7.
colonne 1

10.

2.

5.

8.
colonne 2

11.

3.

9.

6.
colonne 3

12.

1.3.2 Matrices syḿetriques

Exemple :

A =


3. 5. −9. 0.

5. 1. 2. −5.

−9. 2. 4. 3.

0. −5. 3. 8.



Stockage 1 :
u 3. 5. 1. -9. 2. 4. 0. -5. 3. 8.

index 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 2 4 7

2 3 5 8

4 5 6 9

7 8 9 10
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aij ←→ uk avec k =
i(i− 1)

2
+ j (i > j)

Stockage 2

u 3. 5. -9. 0. 1. 2. -5. 4. 3. 8.

index 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

1 2 3 4

2 5 6 7

3 6 8 9

4 7 9 10

aij ←→ uk avec k = (i− 1)n− i(i− 1)
2

+ j (i < j)

1.3.3 Matrices creuses

Exemple :

A =



3. 0. 1. 0. 0.

0. 4. 0. 0. 0.

0. 7. 5. 9. 0.

0. 0. 0. 0. 2.

0. 0. 0. 6. 5.


Stockage 1

u 3. 1. 4. 7. 5. 9. 2. 6. 5.

ligne 1 1 2 3 3 3 4 5 5

col 1 3 2 2 3 4 5 4 5

Stockage 2

indexk 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

ija 7 8 8 10 11 12 3 2 4 5 4

u 3. 4. 5. 0. 5. x 1. 7. 9. 2. 6.

diagonale non diagonale
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1.4 Oṕerations avanćees sur les matrices

1.4.1 Addition de deux matrices

traduction en C
double A[n][m], B[n][m], C[n][m];
int i, j;

for (i = 0; i < n; i++)
{

for (j = 0; j < m; j++)
{

C[i][j] = A[i][j] + B[i][j];
}

}

traduction en Fortran
double precision A, B, C
dimension A(n,m), B(n,m), C(n,m)
integer i,j

do i = 1,m
do i = 1,n

C(i,j) = A(i,j) + B(i,j)
end do

end do

1.4.2 Multiplication de deux matrices

traduction en C
double A[n][p], B[p][m], C[n][m];
int i, j, k;

for (i = 0; i < n; i++)
{

for (k = 0; k < p; k++)
{

for (j = 0; j < m; j++)
C[i][j] = C[i][j] + A[i][k] * B[k][j];

}
}

traduction en Fortran
double precision A, B, C
dimension A(n,p), B(p,m), C(n,m)
integer i, j, k

do j = 1, m
do k = 1, p

do i = 1, n
C(i,j) = C(i,j) + A(i,k) * B(k,j)

end do
end do

end do

1.4.3 D́ecompositionLU

SoitA ∈ Rn×n, si ∀k ∈ 1, . . . , n les sous-matrices principalesAk de A sont toutes non singulières, alors

∃!U ∈ Rn×n une matrice triangulaire supérieure et

∃!L ∈ Rn×n une matrice triangulaire inférieure unitaire telles que

A = LU

Exemple :

A =


1 4 7

2 5 8

3 6 11

 =


1 0 0

2 1 0

3 2 1




1 4 7

0 −3 −6

0 0 2


Ax = b⇐⇒ Ax = (LU)x = L(Ux) = Ly = b

Ly = b : forward elimination

Algorithme :

For i = 1, ... ,n
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yi := bi

For j = 1, ...,i− 1

yi := yi − lijyj

yi := yi/lii

Ux = y : back substitution

Algorithme :

For i = n , ... , 1

xi := yi

For j = i + 1, ...,n

xi := xi − uijxj

xi := xi/uii

A = LU


a11 · · · a1n

...
...

an1 · · · ann

 =


u11 u12 · · · u1n

v21 u22 · · · u2n

...
...

...

vn1 vn2 · · · unn



Elimination de Gauss : remplaceA parLU

Fork = 1, ..., n− 1

If akk = 0

Thenquit

Else

wj := akj pour tous lesj = k + 1, ...n

For i = k + 1, ...n

η := aik/akk

aik := η

For j = k + 1, ...n

aij := aij − ηwj

Probl̀eme :akk = 0

Rem̀ede : Elimination de Gauss avec pivot complet

Fork = 1, ..., n
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Détermine indicesp et q tels que
|apq| = max

k≤i≤n
k≤j≤n

|aij |

rk := p

ck := q

Echangeakj etapj (j = k, ..., n)

Echangeaik etaiq (i = 1, ..., n)

wj := akj pour tous lesj = k + 1, ...n

For i = k + 1, ...n

η := aik/akk

aik := η

For j = k + 1, ...n

aij := aij − ηwj

Numerical Recipes : routinegaussj

pivot partiel : on n’echange que les lignes (mais pas les colonnes)

1.4.4 D́ecompositionQR

SoitA ∈ Rn×n une matrice non singulière,

∃Q ∈ Rn×n une matrice orthogonale

∃R ∈ Rn×n une matrice triangulaire supérieure telles que

A = QR

Ax = b⇐⇒ Rx = QTb

Numerical Recipes : routineqrdcmp

1.4.5 D́ecomposition de Cholesky

Si A est une matrice syḿetrique et d́efinie positive, alors il existeL une matrice triangulaire inférieure telle que :

A = LTL

En écrivant leśequations :

Lii =

(
aii −

i−1∑
k=1

L2
ik

)1/2

et

Lji =
1

Lii

(
aij −

i−1∑
k=1

LikLjk

)
j = i + 1, i + 2, ..., n
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Numerical Recipes : routinecholdc

1.4.6 Valeurs propres/Vecteurs propres

Ax = λx

λ : valeur propre deA

x : vecteur propre deA

Ensemble des valeurs propres deA {λ1, ...λn} : spectrede la matrice

det(A) = λ1.λ2. · · · .λn

trace(A) =
n∑

i=1

aii =
n∑

i=1

λi

Si lesλi sont tous distincts : le système est ditnon-d́eǵeńeré, sinon il est ditdéǵeńeré.

Si A ∈ Rn×n est une matrice réel et syḿetrique, alors A admetn valeurs propres réelles, et il existeQ ∈ Rn×n,
une matrice orthogonale, telle que :

QTAQ = diag(λ1 · · ·λn)

Numerical Recipes : routinejacobi

Remarque : Une matrice syḿetrique est d́efinie-positive si et seulement si toutes ses valeurs propres sont stric-
tement positive.

1.5 Utilisation de librairies mathématiques

1.5.1 Un exemple : la multiplication de deux matrices

Combien de multiplication pour une multiplication de deux matrices ? a11 a12

a21 a22

 b11 b12

a21 b22

 =

 c11 c12

c21 c22


8 ?

c11 = a11 × b11 + a12 × b21

c12 = a11 × b12 + a12 × b22

c11 = a21 × b11 + a22 × b21

c22 = a21 × b12 + a22 × b22

On peut faire mieux ! (Strassen)
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Q1 = (a11 + a22)× (b11 + b22)
Q2 = (a21 + a22)× b11

Q3 = a11 × (b12 − b22)
Q4 = a22 × (−b11 + b21)
Q5 = (a11 + a12)× b22

Q6 = (−a11 + a21)× (b11 + b12)
Q7 = (a12 − a22)× (b21 + b22)

puis

c11 = Q1 + Q4 −Q5 + Q7

c12 = Q2 + Q4

c21 = Q3 + Q5

c22 = Q1 + Q3 −Q2 + Q6

Ces oṕerations sont valides aussi lorsquea et b sont des matrices. Une récursivit́e est donc possible.

Nombre de multiplications pour une matrice de tailleN très grand :

N3 −→ N log2 7

Il vaut mieux utiliser ce qui a d́ejà ét́e ŕesolu : biblioth̀eques math́ematiques.

1.5.2 BLAS

http ://www.netlib.org

B.L.A.S. : Basic Linear Algebra Subprograms

Ce sont des routines pour effectuer des opérations de bases sur les vecteurs et les matrices (Fortran 77).

BLAS niveau 1 : oṕerations vecteurs-vecteurs

BLAS niveau 2 : oṕerations matrices-vecteurs

BLAS niveau 3 : oṕerations matrices-matrices

Avantage de BLAS : efficace, portable, facilement accessible.

+ ∃ des versions machine-spécifique−→ très efficace car utilise au mieux les possibilités des machines.

ATLAS : BLAS qui s’optimise pour une architecture donnée.

Limit é aux oṕerationśelémentaires.

exemple avec BLAS-3 :

C ← αAB + βC

C ← αATB + βC

C ← αABT + βC

C ← αATBT + βC
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Si T est triangulaire

B ← αTB

B ← αTTB

B ← αBT

B ← αBTT

. . .

Convention d’appel :

Caract̀ere 1 : type donńee dans la matrice

S : REAL, D : DOUBLE PRECISION, C : COMPLEX, Z : COMPLEX*16 ou DOUBLE COMPLEX

Caract̀ere 2 et 3 : type de matrice

GE : matrice rectangulaire (géńeral), HE : l’une des matrices est hermitienne (A = AT∗), SY : l’une des matrices
est syḿetrique, TR : l’une des matrices est triangulaire

Caract̀ere 4 et 5 : type d’oṕerations

MM : produit de matrices, SM : résolution d’une systèmes d’́equations lińeaires, . . .

Exemple : GEMM

1.5.3 LAPACK

Bibliothèques de routines portables (Fortran 77) permettant de résoudre la plupart des problèmes nuḿeriques en
algèbre lińeaire.

Ex. : syst̀emes d’́equations lińeaires, valeurs propres, décomposition en valeurs singulières, (LU, Cholesky, SVD,
QR, . . . )

Haute performance, notamment sur les architectures parallèles, vectorielles,̀a mémoires partaǵees, . . .

LAPACK fait appel a BLAS−→ très efficace et portable.

Version Parall̀ele : PBLAS et ScaLAPACK.
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Chapitre 2

Equations Différentielles

2.1 Rappels math́ematiques

2.1.1 D́erivées d’une fonction ŕeelle

2.1.1.1 D́erivée premìere

Soif f une fonction deRdansR :

f :
R −→ R

x =⇒ f(x)

f ′(x0), ouf (1)(x0) est la d́erivée premìere def enx0 et se d́efinit par :

f ′(x0) = lim
x→x0

f(x)− f(x0)
x− x0

f est ditedérivablesi et seulement en tout pointx où f est d́efinie il existe une d́erivéef ′(x).

2.1.1.2 D́erivée seconde

f ′′(x0) = f (2)(x0) = lim
x→x0

f ′(x)− f ′(x0)
x− x0

Notations :
f(x) = f (0)(x)

f ′(x) =
df
dx

f (2)(x) =
d2f
dx2

2.1.2 D́eveloppement de Taylor

Développement de Taylor d’une fonctionf continue et d́erivable infiniment :

a, b ∈ R, f(b) = f(a) + (b− a)f (1)(a) +
(b− a)2

2
f (2)(a) + · · ·

+
(b− a)n

n!
f (n)(a) + · · ·
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ou encore

a, h ∈ R, f(a + h) = f(a) + hf (1)(a) +
h2

2
f (2)(a) + · · ·

+
hn

n!
f (n)(a) + · · ·

2.1.3 D́eveloppement limit́e

2.1.3.1 D́eveloppement limit́e d’ordre n

a, b ∈ R, f(b) = f(a) + (b− a)f (1)(a) +
(b− a)2

2
f (2)(a) + · · ·

+
(b− a)n

n!
f (n)(a) + O((b− a)n+1)

a, h ∈ R, f(a + h) = f(a) + hf (1)(a) +
h2

2
f (2)(a) + · · ·

+
hn

n!
f (n)(a) + O(hn+1)

2.1.3.2 Discŕetisation des d́erivées

Dérivée premìereà droite :

f ′(a) =
f(a + h)− f(a)

h
+ O(h)

Dérivée premìereà gauche :

f ′(a) =
f(a)− f(a− h)

h
+ O(h)

Dérivée premìere syḿetrique :

f ′(a) =
f(a + h)− f(a− h)

2h
+ O(h2)

Dérivée seconde (syḿetrique) :

f ′′(a) =
f(a + h)− 2f(a) + f(a− h)

h2
+ O(h)

2.1.4 Equations diff́erentielles

Uneéquation diff́erentielle est unéequation du type

f(y(n), y(n−1), · · · , y(1), y,x) = 0

où y est une fonction deRm dansRp :

y :
Rm −→ Rp

x =⇒ y(x)
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2.2 Equations différentielles ordinaires

2.2.1 Cas ǵenéral

On s’int́eresse au cas où y ne d́epend que d’une seule variablex. On a alors affairèa uneéquation diff́erentielle
ordinaire (ODE).

Dans le cas ǵeńeral d’uneéquation diff́erentielle ordinaire d’ordren, il est toujours possible de la réduireà l’étude
den équations diff́erentielles couplées du premier ordre.

dyi(x)
dx

= fi(x, y1, · · · , yn) i = 1, · · · , n

Exemple :
d2y
dx2

+ q(x)
dy
dx

= r(x)

peut s’́ecrire

dy
dx

= z(x)

dz
dx

= r(x)− q(x)z(x)

Conditions aux limites : ce sont des conditions particulières sur des valeurs deyi ouy′i.

Deux grands cas :
– probl̀emes aux valeurs initiales : on connait lesyi (ouy′i) pour une valeur de d́epartxD et on cherche lesyi pour

une valeur finalexF ou pour un ensembre d’intervallesxj.
– probl̀emes de valeurs limites en deux points : on connait lesyi en plusieurs points (par exemple enxD etxF ) et

on cherche lesyi en d’autres points (typiquement enxd etxF ).
On se limitera dans ce cours au premier grand cas.

2.2.2 Ŕesolutions d’une ODE aux conditions initiales

dy
dx

= f(y, x) avecy(x0)connu

On discŕetise l’espace desx.
x0, x1, · · · , xn avecxi+1 − xi = δx

y(x0) = y0

y(xi) = yi(
dy
dx

)
xn

= f(yn, xn) = fn

2.2.2.1 Ḿethode d’Euler

Approximation du la d́erivée : (
dy
dx

)
xn

=
yn+1 − yn

δx
= fn

d’où
yn+1 = yn + δxfn

On obtient une suite récurrente.
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Précision de la ḿethode d’Euler ? On compare avec un développement de Taylor :

Taylor : yn+1 = yn + δx

(
dy
dx

)
n

+
δx2

2

(
d2y
dx2

)
n

+ · · ·

Euler : yn+1 = yn + δxfn = yn + δx

(
dy
dx

)
n

La méthode est exacte au premier ordre enδx.

Stabilit é : une ḿethode est stable si la petite déviation par rapport̀a la vrai solution n’augmente pas lorsqu’on
itère la solution.

Trois ODEs types (α > 0) :
– équation d́ecroissante

dy
dt

+ αy = 0 =⇒ y = y0 exp(−αt)

– équation croissante
dy
dt
− αy = 0 =⇒ y = y0 exp(+αt)

– équation oscillante
dy
dt
± iωy = 0 =⇒ y = y0 exp(±iωt)

Stabilit́e de ces troiśequations diff́erentielles ordinaires dans le cas d’une résolution par la ḿethode d’Euler :

décroissante croissante oscillante

δt ≤ 2
α instable instable

2.2.2.2 Runge-Kutta du second ordre

yn+ 1
2

= yn +
δx

2
f(yn, xn)

yn+1 = yn + δxf(yn+ 1
2
, xn+ 1

2
)

C’est une ḿethode du second ordre.

2.2.2.3 Runge-Kutta du quatrìeme ordre

k1 = δxf(xn, yn)

k2 = δxf(xn +
1
2
δx, yn +

k1

2
)

k3 = δxf(xn +
1
2
δx, yn +

k2

2
)

k4 = δxf(xn + δx, yn + k3)

yn+1 = yn +
k1

6
+

k2

3
+

k3

3
+

k4

6

C’est une ḿethode du quatrième ordre.

Stabilit́e :
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décroissante croissante oscillante

δt ≤ 2
α instable 1 + 1

4 (δtω)4 ≤ 1

2.2.2.4 Predictor-Corrector

Cela ressemble un peuà Runge-Kutta du deuxième ordre . . . en mieux.

On aimerait (int́egration en trap̀eze) :

yn+1 = yn +
δx

2
[f(yn+1, xn+1) + f(yn, xn)]

Or, on ne connait pasf(yn+1, xn+1).

– Pŕedictor :
y∗n+1 = yn + δxf(yn, xn)

– Corrector :

yn+1 = yn +
δx

2
[
f(y∗n+1, xn+1) + f(yn, xn)

]

remarque : il existe en fait une multitude de ḿethode du typecorrector-predictor, chacune ayant des ca-
ract́eristiques diff́erentes et pouvantêtre emploýee pour ŕesoudre des problèmes pŕecis.

Exemple (en tenant compte des résultats ant́erieurs dans une résolution) :
– Pŕedictor :

y∗n+1 = yn +
δx

12
(23y′n − 16y′n−1 + 5y′n−2)

– Corrector :

yn+1 = yn +
δx

12
(5y′n+1 + 8y′n − y′n−1)

remarque 2 : comme en alg̀ebre lińeaire, il existe des biblioth̀eques de routines mathématiques permettant de
résoudre toute sorte d’ODEs.

Exemple : ODE et ODEPACK disponibles surhttp ://www.netlib.org .

2.3 Equations différentielles partielles

On se restreint̀a deux dimensions (i.e. : u : (x, y) −→ u(x, y) et au second ordre.

a
∂2u

∂x2
+ 2b

∂2u

∂x∂y
+ c

∂2u

∂y2
+ d

∂u

∂x
+ e

∂u

∂y
+ fu + g = 0

Condition Type Exemple

b2 < ac elliptique équation de Poisson

b2 > ac hyperbolique équation d’ondes

b2 = ac parabolique équation de la diffusion

– Equation de Poisson :
∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
= ρ(x, y)
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– Equation de la diffusion :
∂u

∂t
=

∂

∂x

(
D

∂u

∂x

)
– Equation d’ondes

∂2u

∂t2
= v2 ∂2u

∂x2

On regarde plus en détail deux exemples : l’équation de Poisson et l’équation de la diffusion.

2.3.1 Equation de Poisson

utilisation d’une ḿethode par diff́erences finies.

xj = x0 + j∆ j = 0, 1, · · · , J

yl = y0 + l∆ l = 0, 1, · · · , L

1
∆2

(uj+1,l − 2uj,l + uj−1,l) +
1

∆2
(uj,l+1 − 2uj,l + uj,l−1) = ρj,l

Soit
uj+1,l + uj−1,l + uj,l+1 + uj,l−1 − 4uj,l = ∆2ρj,l

On transformeu en vecteur :

i = j(L + 1) + l pour
j = 0, 1, · · · , J

l = 0, 1, · · · , L

ui+L+1 + ui−(L+1) + ui+1 + ui−1 − 4ui = ∆2ρi

L’ équation fonctionne pourj = 1, 2, · · · , J − 1 et l = 1, 2, · · ·L− 1.

j = 0 [i.e. i = 0, · · · , L]

j = J [i.e. i = J(L + 1), · · · , J(L + 1) + L]

l = 0 [i.e. i = 0, L + 1, · · · , J(L + 1)]

l = L [i.e. i = L,L + 1 + L, · · · , J(L + 1) + L]

Ce sont les conditions aux limites.u ou sa d́erivée doivent̂etre connus en ces points.

On obtient :
A.u = b

A est “diagonale avec des franges” (c.f. Numerical Recipes).

→ bande

→ creuse

Résolution :
– matricielle
– méthode de relaxation

A = E − F

où E est facilement inversible etF est le reste. On doit résoudreEu = Fu + b. On itèreà partir d’une solution
initiale u(0) : E.u(r) = F.u(r−1) + b
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2.3.2 Equation de la diffusion

∂u

∂t
=

∂

∂x

(
D

∂u

∂x

)
On noteF le flux :

F = −D
∂u

∂x

On supposeD ≥ 0.

Si D est constante :
1

∆t
(un+1

j − un
j ) = D

[
un

j+1 − 2un
j + un

j−1

(∆x)2

]
C’est un sch́ema explicite enx ou sch́ema FTCS (Forward Time Centered Space). Il est du premier ordre.

Condition de stabilit́e :
2D∆t

(∆x)2
≤ 1

→ stable pour des petits pas de temps.

Sch́ema implicite (premier ordre) :

1
∆t

(un+1
j − un

j ) = D

[
un+1

j+1 − 2un+1
j + un+1

j−1

(∆x)2

]

→ stable pour des petits pas de temps.

Crank-Nicholson (second ordre ent et enx) :

1
∆t

(un+1
j − un

j ) =
D

2

[
un

j+1 − 2un
j + un

j−1

(∆x)2
+

un+1
j+1 − 2un+1

j + un+1
j−1

(∆x)2

]

→ stable pour des grands pas de temps.
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