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Chapitre 1

Opérations sur les matrices

1.1 Rappels matlematiques

— Soitx = (21, 2, -+ , &) UNEIEMent deR™, x est appe vecteurdeR™ et on le note :
T
T2
xr =
T

— Soit f une fonction déR™ dansR™, f est ditelinéairesi et seulement si :

Vx=(x1, z2, - -, Tn) ER, VAER, fOAx) =X f(x)
et
VxeR", VyeR" flx+y)=/Ff(x)+f(y)
— Soituy, uy, ‘-, u,, Un ensemble de: vecteurs d&R™,
1. uy, uy, -, u,, sontditsinéairement inédpendantsi et seulement si :
ElAhAQa"'vAmER) Alul'i‘A2u2'i_"')\7num:0
(i
)\1:>\2:...:>\m:0
2. uy, ug, -- -, u,, sont ditsgérérateursdeR" si et seulement si :
VXG]RTL, 3)\1,)\2,"',>\m€R7 x:/\1u1+/\QU2+-~-)\mum
3. uy, uy, -+, u,, sont dits undbasedeR" si et seulement iy, usy, --- , u,, sonta la fois lintairement
indépendants etarérateurs d&R™.
Dans ce cas, onainontre quen = n. n est ladimensiorassodgea I'espace vectoriéR™.
— Soiteq, es, -+, e, Une base d&",

ueR” = I ug, ug, -, up, €R u=ue; +uje; +---+uyen



U1

Uz , . Ly
Le vecteur| est la repesentation assag@au dans la basey, e;, --- , e, On note :
Unp,
Ui

U2

Un

— Soit f une fonction lircaire deR™ dansR™, on montre que :

Vx:(zl’x27 ,Jjn)ERn Vy:(yhyz’ 7ym)€Rm 3! (aw);:;l:q,
Y1 = anr1 + ai2®2 + -+ Q1pTp
Y2 = @211 + ax2 + -+ G2zTy

Ynm = Gm1T1 + am2T2 + -+ Gmn®a
— On note :
aii T Q1n

AeR™MN = A = [aij] =

Am1 e Amn

A est lamatriceassock a la fonctiony.

Notations : Lorsque une lettre capitale est utlles elle eferea la matrice €.9, A, B, A), la lettre minuscule
correspondante avec les indiggsndique leselements de cette matrice.§, a;, b;;, d;;).

1.2 Opérations elementaires sur les matrices

1.2.1 Addition

Rmxn X RT?LX?’L Rmxn

A, B — (C=A+1B cij:aij+b¢j

1.2.2 Multiplication par un scalaire

R x Rmxn __, RmMmXxn

a, A — (C=0aA Cij = Q.Qjj



1.2.3 Multiplication de deux matrices

R™MXn  RPXP R™MmXp

A, B — C=A.B
1.2.4 Transposition

Rm)(n Rnxm

A — C=AT

1.2.5 Matrice identité

— une matrice de dimensionx n est ditecarré.
— La matriceidentité est not I,, et sak-ieme colonnezé”) :

1.2.6 Produit scalaire

U1

U2

Un

n
Cij = D p—q Gik-bi;j

Cij = Qji
T
b 07 17 07 ? 0
U1
V2
Un

n
u.v = E U;V; = UT.U
i=1

Deux vecteurs sont ditsrthogonausi et seulement si leur produit scalaire est nul.

D’une manére grérale, on éfinit pour une 8rie de vecteur$u, . .

., un }, I'orthogonalie comme :

Vi # 4, w;Tu; =0

et I'orthonormalie comme :

Vi,Vj, ’LLZ'TUJ' = 61’]’

1.2.7 Inverse d'une matrice

Si A et B sont deux matrices telles queB = I, alorsB est ditinversede A. On le noteB = AL,
Pour une matricel donrée, siA~! existe,A est ditenon-singulere, sinonA est ditesinguliere.

On a la relation :

(A7) ="



1.2.8 [eterminant d’'une matrice

Si A = (a) dansR'*!, alors sordéterminantest donge pardet(A) = a.
Pourd e R"*",ona:

n

det(A) = Z(—l)j+1a1jd€t(141j)

j=1
ou A;; est une matrice — 1 x n — 1 obtenu en retirant la pregiie ligne et lgj-ieme colonne del.
Proprietes des dterminants :

1. det(AB) = det(A)det(B)

2. det(A") = det(A)

3. det(cA) = c"det(A)

4. det(A) # 0 < A est non singdre

1.2.9 Normes

La normed’un vecteur déR™ est une fonctiory : R” — R qui pos&de les propétés suivantes :

1.
Vz € R”, f(z) >0

avec legalié si et seulement si= 0
Ve,y eR",  flz+y) < fz)+ fy)

Va € R, Vz € R", flaz) = |a|f(z)
On notef(x) par||z||

Norme deHdlder ounorme p:
llzllp = (lz1]? + - + |z [")!/7

avec
[[l[1 = |z1] + - + |22
|z|l2 = /]z12+ - + [#2]2  norme euclidienne
et

l2|ling = max ||
1
De meéme on peut &finir la norme d’'une matrice. Exemple :

1/2
n

norme de Frobenius :  ||A||r = Z |a;;|?
i=1 j=1



1.2.10 Quelques éfinitions

Soit A € R™*™ une matricax coefficientséels. Quelqueséinitions :

diagonale Vi 7, a;; =0
tridiagonale Yii—j] > 1, a;; =0
bidiagonale suprieure Vi>jouj>i+1, a;;=0
triangulaire sugerieure Vi>j aj; =0
triangulaire strictement sugrieure Vi > j a;; =0
synetrique AT = A

anti-synetrique AT =—-A

définie positive Yz e R", xTAx >0

définie non-kgative VY € R, T Az >0

indéfinie Jz,y e R" (T Az)(yTAy) < 0
orthogonale ATA =1,

nilpotente JkeN Ak =0
idempotente A2=A

positive VieN,VjeEN a;; >0

non regative VieNVieN a; >0
diagonalement dominanteV: € N |aii| > E#i ;]

sous-matrice principale : on appellesous-matrice principalal’ordre k£ d’'une matriceA de R"*" la sous-
matrice A, obtenue en enlevant les— k dernires colonnes et les— k dernires lignes de A.

1.3 Représentation matricielles

1.3.1 Matrices pleines

exemple :
1 2. 3
4. 5. 6
A =
7. 8 9
10. 11. 12.



traduction en C : traduction en Fortran :
double A[4][3]; double precision A
dimension A(4,3)

A[0][0] = 1.0dO; A(1,1) = 1.0d0
A[0][1] = 2.0d0; A(1,2) = 2.0d0
A[0][2] = 3.0dO; A(1,3) = 3.0d0
A[1][0] = 4.0dO; A(2,1) = 4.0d0
A[1][1] = 5.0d0; A(2,2) = 5.0d0
A[1][2] = 6.0dO; A(2,3) = 6.0d0
A[2][0] = 7.0dO; A(3,2) = 7.0d0
A[2][1] = 8.0dO; A(3,1) = 8.0d0
A[2][2] = 9.0dO; A(3,3) = 9.0d0
A[3][0] = 10.0d0; A(4,1) = 10.0d0
A[3][1] = 11.0dO; A(4,2) = 11.0d0
A[3][2] = 12.0dO; A(4,3) = 12.0d0
en memoire dans I'ordinateur : en memoire dans l'ordinateur :
1. 1.
2. | ligne 1 4.
3 7 colonne 1
4. 10.
5. | ligne 2 2.
6. 5.
colonne 2
7.
8. | ligne 3 11.
9. 3.
10. 9
. colonne 3
11. | ligne 4 6.
12. 12.

1.3.2 Matrices syngtriques

Exemple :
3 5. —9. 0
) 1 2. =5
A=
-9 2 4. 3
0. —5. 3 8
u 3./5 /1. |-9.|12.|4./0.|-5.|3.]8
Stockage 1 :
index| 1| 23| 4 |5|6|7|8]|9]10
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ai; >  Ug avec k= 5
Stockage 2
u |3 ]5]-9./0.|1]|2]|-5 3. | 8.
index|| 1| 2| 3 |4|5|6| 7 9|10
) i(
a;j Uk avec k=(G—-1)n-—
1.3.3 Matrices creuses
Exemple :
3. 0. 1. 0. 0.
0. 4. 0. 0. O.
A=10 17 5 9. 0.
0. 0. 0. 0. 2.
0. 0. 0. 6. 5.
Stockage 1
u 3./1.|4.|7.]/5.]9.]2. |6.|5.
ligne|| 1|12 |3|3|3|4|5]|5
col 1/13|2(2|3|4|5|4]|5
Stockage 2
indexk | 1|2 |3 4| 5|6 |7|8]9|10]|11
jal 7|88 (1011|123 |2 |4 |5 | 4
ul(|3 |45 0|5 |z |1l|7.]9 ]2 |6
diagonale non diagonale

=1

2

(i>J)

+J
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~N o o N
© 00 O W
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1.4 Opérations avan@es sur les matrices

1.4.1 Addition de deux matrices

traduction en C traduction en Fortran
double A[n][m], B[n][m], C[n][m]; double precision A, B, C
int i, j; dimension A(n,m), B(n,m), C(n,m)
integer i,j
for (i = 0; i < n; i++)
{ doi=1m
for = 0; ] < m; j++) doi =1,n
C@ij) = A + B())
CLIOT = Al + B end do
end do
}
1.4.2 Multiplication de deux matrices
traduction en C traduction en Fortran
double A[n][p], B[p]Im], C[n][m]; double precision A, B, C
int i, j, k; dimension A(n,p), B(p,m), C(n,m)
integer i, j, k
for (i = 0; i < n; i++)
{ doj=1,m
for (k = 0; k < p; k++) do k=1 p
{ doi=1,n
for (j = 0; ] < m; jt+) C(i) = C@ij) + A@ik) * B(k))
CIInl = Chlil + Afilk] * BIK][l; end do
} end do
} end do

1.4.3 DecompositionL.U

SoitA € R**", siVk € 1,...,n les sous-matrices principalel, de A sont toutes non singetlies, alors
31U € R™*™ une matrice triangulaire sépeure et
3 L € R™*™ une matrice triangulaire igfieure unitaire telles que

A=LU
Exemple :
1 4 7 1 0 0 1 4 7
A=12 5 8|=]2 10 0 -3 —6
3 6 11 3 2 1 0O 0 2

Ar=b<= Az = (LU)x =L({Ux) =Ly =5

Ly =b: forward elimination

Algorithme :

Fori=1,..,n



yi = b
Forj=1,..,:1—1
Yi =Y — lijy;
Yi = Yi/lii

Ux =y: back substitution
Algorithme :
Fori=n,..,1
Ti =Y
Forj=i+4+1,..,n

T; = T; — Ui j T 5

XT; = ml/u”

ayp - G1n

Gn1 e Ann

Elimination de Gauss :remplaceA par LU
Fork=1,..,n—1

If ap, =0
Thenquit
Else

w; = ag; pourtousleg =k +1,..n
Fori=k+1,..n

1= @ik [k

Aik =1

Forj=k+1,..n

aij = aij — nwj

ProbEme :ay, =0

A=LU
Uir U2
V21 U22
Uni Un2

Renede : Elimination de Gauss avec pivot complet

Fork=1,...,n

10
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Détermine indicep et q tels que

|apq| = max |a|
k<j<n

TE =D
Ck = q
Echangeu;; eta,; (j =k,...,n)
Echangey;, eta;, (i =1,...,n)
w; = ag; pourtousleg =k +1,..n
Fori=Fk+1,..n

1= ik /akk

ik = 1]

Forj=k+1,..n

CLij = aij — nwj

Numerical Recipes : routinegauss;j
pivot partiel : on n'echange que les lignes (mais pas les colonnes)

1.4.4 DecompositionQR

Soit A € R™*™ une matrice non singuére,
3Q € R™*™ une matrice orthogonale
3 R € R™*™ une matrice triangulaire sépeure telles que

A=QR

Az =b<= Rr=Q"

Numerical Recipes : routinegrdcmp

1.4.5 Decomposition de Cholesky
Si A est une matrice sy@atrique et &finie positive, alors il exist& une matrice triangulaire iéfieure telle que :
A=LTL
En écrivant lessquations :
i—1 1/2
Lii = <an‘ - Z L?k)
k=1

et

i—1
1
Lj; = . (aij - g Liijk> j=t+1,i1+2,...,n
7 k=1

11



Numerical Recipes : routinecholdc

1.4.6 Valeurs propres/Vecteurs propres

Ax = \x

A :valeur propre ded
x : vecteur propre del
Ensemble des valeurs propresAlé \;, ...\, } : spectrede la matrice

det(A) = /\1.)\2. tee )\n

trace(A) = z": Qi = z”: i
i=1 i=1

rrrrr

Si A € R™*™ est une matriceéel et synétrique, alors A admet valeurs propreséelles, et il exist&) € R™*",
une matrice orthogonale, telle que :
QT AQ = diag(A1 -+ \n)

Numerical Recipes : routinejacobi

Remarque : Une matrice syratrique est dfinie-positive si et seulement si toutes ses valeurs propres sont stric-
tement positive.

1.5 Utilisation de librairies mathématiques

1.5.1 Unexemple : la multiplication de deux matrices

Combien de multiplication pour une multiplication de deux matrices ?

a1 a2 b1 bio c11 C12
az; a2 a1 bao C21  C22
87
ci1 = a1 X by +aiz X by
cl2 = ai1 X bia 4+ a2 X by
c11 = aG21 X bip +age X by

Co2 = @21 X bia + a2 X by

On peut faire mieux! (Strassen)

12



Q1 = (a11+ ag) x (b1 + ba2)

Q2 = (a1 +az) x b1y

Q3 = a1 X (b — b22)

Qs = agy X (=bi1 +ba)

Qs = (a11 +a12) X by

Qs = (—ai1+az) x (by + b12)
Q7 = (a12 — agz) x (ba1 + ba2)

puis

cii = Q1 +Qi—Qs+Q7
Q2+ Q4
21 Qs+ Qs
22 = Q1+Q3—Q2+Q

C12

Ces ojerations sont valides aussi lorsquetb sont des matrices. Unécursivie est donc possible.
Nombre de multiplications pour une matrice de taildres grand :

N3 N10g2 7

1.5.2 BLAS

http ://www.netlib.org

B.L.A.S. : Basic Linear Algebra Subprograms

Ce sont des routines pour effectuer degrations de bases sur les vecteurs et les matrices (Fortran 77).
BLAS niveau 1 : oprations vecteurs-vecteurs

BLAS niveau 2 : ogrations matrices-vecteurs

BLAS niveau 3 : oprations matrices-matrices

Avantage de BLAS : efficace, portable, facilement accessible.

+ J des versions machine-sgfique— tres efficace car utilise au mieux les possibgitles machines.
ATLAS : BLAS qui s’optimise pour une architecture ddre

Limité aux orationselémentaires.

exemple avec BLAS-3:

aAB + pC
aATB + gC
aABT + sC
aATBT 4+ pC

T

QaQQAaq

13



SiT est triangulaire

oTB
oT'B
aBT
aBTT

SvIlve I v AllwY
T

Convention d’appel :

Carackre 1 : type donee dans la matrice

S : REAL, D : DOUBLE PRECISION, C : COMPLEX, Z : COMPLEX*16 ou DOUBLE COMPLEX
Caractre 2 et 3 : type de matrice

GE : matrice rectangulaire égéral), HE : 'une des matrices est hermitienne-£ A™"), SY : I'une des matrices
est synétrique, TR : I'une des matrices est triangulaire

Caractre 4 et 5 : type d’'oprations
MM : produit de matrices, SM &solution d’'une sysimes déquations likaires, ...
Exemple :. GEMM

1.5.3 LAPACK

Bibliotheques de routines portables (Fortran 77) permettanésteudre la plupart des préphes nurériques en
algebre lireaire.

Ex. : sysemes dequations ligaires, valeurs propresecbmposition en valeurs singaites, (LU, Cholesky, SVD,
QR,...)

Haute performance, notamment sur les architectures pkaslivectoriellesy memoires partegges, ...

LAPACK fait appel a BLAS— tres efficace et portable.

Version Parafle : PBLAS et ScaLAPACK.

14



Chapitre 2

Equations Differentielles

2.1 Rappels matlématiques

2.1.1 Derivées d'une fonction eelle
2.1.1.1 [CErivée premere

Soif f une fonction déRdansR :
R — R

= f@)
f'(x0), ou fM(z0) est la drivee premére def enx, et se @finit par :

T—XTo Tr — X

f est ditedérivablesi et seulement en tout pointou f est cfinie il existe une @rivee f/(z).

2.1.1.2 [Cerivéee seconde

F1(w0) = (o) = lim 1) =T (@0)

T—xT0 xr — Xo

Notations :
fla) = fO(x)
fla) =1
42t
f(2)(fc) T X2

2.1.2 [eveloppement de Taylor

Développement de Taylor d’'une fonctigncontinue et érivable infiniment ;

(b—a)

2
5 [P0)+

a,beR, f®) = fa)+®—a)fY(a)+
(b—a)"

n!

+ f(") (a) 4+

15



Oou encore

2
a,heR,  fla+h) = f(a)+hf(1)(a)+%f(2)(a)+...
h'"/
Tl

f(")(a) 4.

2.1.3 [eveloppement limié

2.1.3.1 [eveloppement limi€ d’ordre n

abER,  f(b) = fla)+(b—a)fP(a)+——FfP(a) +
22D 500 ) 4 O((b - 0
2
a,h € R, fla+h) = f(a)+hf(1)(a)+%f(2)(a)+
+2 0 (a) + O
2.1.3.2 Discetisation des erivées
Dérivee premérea droite :
h) —

Py = HEER=I@ | g
Dérivée premgrea gauche :

f'(a) _ f(a) — z(a — h) + O(h)

Dérivée premere syngtrique :

Dérivée seconde (sy@trique) :

f//(a) _ f(a‘+h) —2];2@) +f(a‘_ h) +O(h)

2.1.4 Equations diferentielles

Uneéquation diférentielle est unéquation du type

Fly™ oy Wy x) =

ou y est une fonction d&™ dansR? :

R™ — RP

x = yx)

16



2.2 Equations differentielles ordinaires

2.2.1 Cas greral

On s’interesse au casigy ne cepend que d’'une seule variableOn a alors affairé uneéquation diférentielle
ordinaire (ODE).

Dans le cas gréral d'uneéquation diferentielle ordinaire d’ordre, il est toujours possible de l&@duirea I'etude
den équations direntielles cou@es du premier ordre.

dyi(x)
dx

:fi(xvyla"'ayn) 7::1""771

Exemple :

peut sécrire

dy
ax
L= )~ glo)=()

Conditions aux limites :  ce sont des conditions particéites sur des valeurs ggou y;.

Deux grands cas :

— problemes aux valeurs initiales : on connaitiggou y;) pour une valeur de&partxp et on cherche leg; pour
une valeur finalecg ou pour un ensembre d'intervalles.

— problemes de valeurs limites en deux points : on connaigjes plusieurs points (par exempleep etz ) et
on cherche leg; en d’autres points (typiquement ep etz ).

On se limitera dans ce cours au premier grand cas.

2.2.2 Resolutions d'une ODE aux conditions initiales

d
& _ fy,x)  aveg(w)connu
dx
On discktise I'espace des.
Loy L1y 3 Tn aVeQTZ‘+1 —X; = ox
y(zo0) = ¥o
y(@i) =i

2.2.2.1 Methode d’Euler

Approximation du la érivée :
dl _ Yn+1 — Yn —f
dx . ox "

dou
Yn+1 = Yn + 53;fn

On obtient une suiteecurrente.

17



Précision de la néthode d’Euler? On compare avec urédeloppement de Taylor :

d dx2 [ d2
Taylor : Ynt1 = Yn + 02 (dy) + (y) +
X n

2 \dx?
d
Euler: Ynt1 = Yn + 02 fn = yn + o <dy>
X n

La méthode est exacte au premier ordrefen

Stabilité : une nméthode est stable si la petitéwdation par rappora la vrai solution n'augmente pas lorsqu’on
itere la solution.

Trois ODEs typesd > 0) :
— équation é@croissante

d
d%’ +ay=0 = y=yoexp(—at)

— équation croissante
% —ay=0 = y=yexp(+at)
— équation oscillante
% tivy=0 = y=yoexp(Liwt)

Stabilitt de ces troi€quations diferentielles ordinaires dans le cas d’uéealution par la rathode d’Euler :

‘ décroissant% croissante‘ oscillante‘

‘ 5t< 2 ‘ instable‘ instable‘

2.2.2.2 Runge-Kutta du second ordre

ox
Yntl = Yn + ?f(yn"rn)

Yn+1 Yn + 6wf<yn+%7xn+%)

C’est une nethode du second ordre.

2.2.2.3 Runge-Kutta du quatreme ordre

ki = 5If(1'n,yn)
1 k1
1 k
k4 = 5.13f(l'n + 6377 Yn + k3)
k k k k
Ynt+1 = yn+71+72+73+74

6 3 3 6

C’est une neéthode du quateime ordre.
Stabilite :

18



décroissante croissante oscillante

5t< 2 instable | 1+ 1 (6tw)* <1

2.2.2.4 Predictor-Corrector

Cela ressemble un peuRunge-Kutta du deugime ordre ... en mieux.
On aimerait (inégration en tragze) :

ox
Ynt+1 = Yn + [f(yn—i-lvxn—&-l) + f(ynaxn”

2
Or, on ne connait pag(yn+1, Tnt1)-
— Prédictor :

Ynt1 = Yn + 02 f (Yn, Tn)

— Corrector :

ox .

Ynt1l = Yn + o [f<y77.+1’ Tpi1) + f(ymln)}

remarque : il existe en fait une multitude de @&hode du typecorrector-predictor chacune ayant des ca-

racéristiques diferentes et pouvaiétre emploge pour ésoudre des probines pecis.

Exemple (en tenant compte désultats arérieurs dans unésolution) :
— Prédictor : 5
" T
Yns1 = Yo+ 5(23y5 = 16y, 1 + 595 )
— Corrector :

ox
Ynt+1 = Yn + E(5y;L+1 + 8y;1 - y;L—l)

remarque 2 : comme en algbre lirgaire, il existe des biblio#ques de routines mamatiques permettant de
résoudre toute sorte d’'ODEs.

Exemple : ODE et ODEPACK disponibles suttp ://www.netlib.org

2.3 Equations differentielles partielles

On se restreink deux dimensions.é.: u : (x,y) — u(z,y) et au second ordre.

8? e Pu  Ou D
) S

oz Oz 0y Oy? ox Oy +futg=0

Condition Type Exemple

b? < ac elliptique équation de Poisson

b2 > ac | hyperbolique équation d’ondes

b? = ac parabolique | équation de la diffusion

— Equation de Poisson :
ou P
61'2 8y2 - p Y

19



— Equation de la diffusion :
du_ 0 (o
ot Oz ox

Fu _ 0
a2~ " a2
On regarde plus enadail deux exemples :&quation de Poisson egljuation de la diffusion.

— Equation d’ondes

2.3.1 Equation de Poisson

utilisation d’une nethode par diffrences finies

1‘j=$0—|—jA 7=0,1,---.J
yl:y0+ZA l:O,].,"‘,L

1 1

Az W1t = 2uip Fuj-10) + 5 (Wian = 2uj0 + uj0-1) = iy

Soit
2
Ujpr,g + Uj—1g + wj e w1 —dujg = Apjy

On transformey, en vecteur :

i—j(L+1)+1 pour’

Ui L1 + Ui (L41) + Uip1 + U1 — 4duy = A?p;

L’ équation fonctionne poyr=1,2,--- ,J —1letl=1,2,--- L — 1.

lie. i=0,-- L]

lie. i=J(L+1), -, J(L+1)+L]
.

.

J
J
l

0
J
0 [ie. i=0,L41,--,J(L+1)]

I=L lie. i=LL+1+L,--- J(L+1)+L]

Ce sont les conditions aux limites.ou sa @rivee doivengtre connus en ces points.
On obtient :
Au=5b
A est “diagonale avec des franges” (c.f. Numerical Recipes).
— bande
— creuse

Résolution :
— matricielle
— méthode de relaxation
A=F-F

ou E est facilement inversible €t est le reste. On doiesoudrelsu = F'u + b. On iterea partir d’une solution
initiale u(©) : By = Far—b 4+ p
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2.3.2 Equation de la diffusion

ou 0 ou
ot ox (%)

On noteF le flux :

On supposé > 0.

Si D est constante :

no_ n n
Lo nt1_ om Ujpr — 2uj +uj
(@t ) = D

At (Az)?
C’est un sckma explicite err ou sclema FTCS (Forward Time Centered Space). Il est du premier ordre.
Condition de stabilé :

2DAt
<1

— stable pour des petits pas de temps.
Schema implicite (premier ordre) :

— stable pour des petits pas de temps.
Crank-Nicholson (second ordre eet enz) :

1
+1 ny _
A )=

) @ap (Ba)?

n n n n+1 n+1 n+1
D |ufyy —2uf +uf_y  uify —2upT +uply
2

— stable pour des grands pas de temps.
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